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张量环上的 Gorenstein AC- 投射模

陈晗钰

重庆师范大学 数学科学学院，中国·重庆 401331

摘 要：论文通过张量积的定义构造了张量环，刻画了张量环上的 Gorenstein AC- 投射模，其中该投射模的子范畴

中的对象为表示范畴，再通过张量环的等价刻画研究了其性质。
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Abstract: The paper constructs a tensor ring through the definition of tensor product and characterizes the Gorenstein 
AC projective module on the tensor ring, where the objects in the subcategory of the projective module are representation 
categories. The properties of this module are studied through equivalent characterization of tensor rings.
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1 引言

1995 年，Enochs 和 Jenda[1] 引 入 了 Gorenstein 内 射 模

和 Gorenstein 投射模的概念。2009 年，Ding、Li 和 Mao[2]

考虑了一类特殊的 Gorenstein 投射模与 Gorenstein 内射模；

为了找到 Iwanaga-Gorenstein 环上的模的 Gorenstein 同调性

质与任意结合环上的对应结果。2014 年，Bravo 等在文献 [3]

中引入了 absolutely clean模和 level模的概念。通过这两类模，

学者们进一步引入了 Gorenstein AC- 投射模和 Gorenstein 

AC- 内射模的概念。

设 M 是一个幂零 -R 双模， ( )RT M 为相应的张量环 [4]。

张量环在环论、模论及代数表示论上都有重要应用，张量环

模范畴上的同调性质的研究受到国内外学者广泛关注 [4-7]。 

Chen 与 Lu[5] 研究了张量环的 Gorenstein 同调性质，并给出

了张量环上 Gorenstein 投射模的等价刻画。论文主要考虑

张量环上 Gorenstein AC- 投射模的性质，刻画了张量环上

Gorenstein AC- 投射模。证明了如下结论：若 R 为任意环，

M 为幂零 -R 双模。若对任意的 Gorenstein AC- 投射 R - 模

V 及 level R - 模 L ，以及任意 0≥i ，有：

1
1Ext ( , ) 0 Tor ( , )⊗ ⊗⊗ = = ⊗R RR

R R R
i iV M L M M V

且任意 level ( )RT M - 模的内射维数有限，则以下等价：

① ( ) ( ( ))⊗ − =R Rmon M T M  ；

②对任意 ( )-RT M 模的 Gorenstein AC- 投射分解 •H ，

复形 •⊗RM H 是正合的。

2 预备知识

论文中，环指有单位元的结合环。若无特别说明，所 

有模均为左模。首先回顾表示范畴的定义以及一些事实。

定义一 [8]：设  为加法范畴， : → F 为加法

自同态函子。形如 ( , )X u 的对子作为对象构成的范畴

为 F 的表 示范 畴， 并记作 Rep( )F 。对 象之 间 的态射

: ( , ) ( , )→f X u Y v 为中的态射且满足 ( )= f u v F f ， 

即满足如下交换图：

定义二 [5]：设 : → F 为幂零函子，即存在正整数

0≥n ，使得 1 0+ =nF 。记 0 Id=F 。对任意 ∈A ，令

0Ind ( )== ⊕n i
iA F A ，可自然地定义态射 : Ind Ind→Ac F A A。 

对任意 ∈A ， (Ind , )AA c 是 F 表示范畴中的对象。

由文献 [5] 可知， Ind : Rep( ) :↔A F U 是伴随对，

其中U 表示遗忘函子，从而有自然同构。

Rep( )Hom ((Ind , ), ( , )) Hom ( , )≅F AA c X u A X

定义三 [5]：若 为 Abel 范畴且自同态函子 F 为右正

合的，则 Rep( )F 也为 Abel 范畴。此外， Rep( )F 中的序

列 0 ( , ) ( , ) ( , ) 0→ → → →X u Y v Z w 是正合的当且仅当

0 0→ → → →X Y Z 是范畴中的正合序列。

下面回顾 Gorenstein AC- 投射模的概念和相应结论。

定义四 [3]：称模V 是 Gorenstein AC- 投射模，如果存

在投射 -R 模构成的正合序列：

1 0 1• −→ → → →= P P P P
使得 0 1Ker( )≅ →V P P 。并且对任意 level -R 模 L ，用

函子 Hom )( ,−R L 作用该序列后仍保持正合，称 •P 为V 的
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超完全投射分解。记 ( )R 为所有 Gorenstein AC- 投射

模构成的类。

最后，回顾张量环及张量环上的模的概念。

定 义 五 [4]： 设 M 是 一 个 幂 零 -R 双 模， 即 存 在

正 整 数 0≥n ， 使 得 ( 1) 0⊗ + =R nM 。 记 0⊗ =RM R ； 称

0( ) ∞
=

⊗= ⊕ R
R i

iT M M 为张量环。其中 0≥j 时， ( 1) )(⊗ + ⊗= ⊗R R
R

j jM M M 
( 1) )(⊗ + ⊗= ⊗R R

R
j jM M M 。

设 R 为任意环， M 为有限生成幂零 -R 双模。Chen 与

Lu[5] 证明了存在范畴同构：

Rep( Mod() ( ))⊗ − ≅R RM T M

其 中， Mod( ( ))RT M 表 示 ( )-RT M 模 范 畴。 事 实

上， 表 示 范 畴 Rep( )⊗ −RM 中 的 任 意 对 象 ( , )X u ， 

都 可 以 看 作 左 ( )-RT M 模， 其 中 ( )⋅ = ⊗m x u m x ，

,∀ ∈ ∈m M x X 。 特 别 地， 对 每 个 -R 模 Z ， 都 有

(Ind , )ZZ c 和 ( )-RT M 模 ( )⊗R RT M Z 的一一对应。每个投

射 ( )-RT M 模都对应一个表示 (Ind , )PP c ，其中 P 为投射

-R 模。

3 张量环上的 Gorenstein AC- 投射模

考虑以下 ( )-RT M 模的子范畴：

命题一：设 R 为任意环， M 为幂零 R - 双模。若对任

意的 Gorenstein AC- 投射 R - 模V 及 level R - 模 L ，以及

任意 0≥i ，有：

则以下等价：

① ( ( )) ( )⊆ ⊗ −R RT M mon M  ；

②对任意 ( )-RT M 模上的 Gorenstein AC- 投射分解 •H ， 

复形 •⊗RM H 是正合的。

证 明 ① ②： 设 1 0 1
1 0 1(Ind , ) (Ind , ) (Ind , )−

• −= → → → → P P PH P c P c P c
1 0 1

1 0 1(Ind , ) (Ind , ) (Ind , )−
• −= → → → → P P PH P c P c P c 是超完全投射分解，其中 iP 为投

射 -R 模。 故 1
1( , ) Ker((Ind , ) (Ind , ))+
+= →i i

i i i i
P PX u P c P c

是 Gorenstein AC- 投射 ( )RT M - 模。由条件可知 : ⊗ →i i i
Ru M X X

: ⊗ →i i i
Ru M X X 是单同态且 Coker iu 是 Gorenstein AC- 投射 -R 模。

考虑 -R 模的正合序列： 1 10 0Ind− −→ → →→i iiX XP 。 

设 (( , ) )∈ ⊗ −RX u mon M ，可得以下 -R 模的正合

序列：

Coker 00 ⊗→ → → →R
uM X X u

由条件可知， 1Tor ( , Coker ) 0⊗ ⊗ =RR
R

iM M u ，因此

序列：

( 1)0 Coker 0⊗ + ⊗ ⊗⊗ ⊗ ⊗→ → →→R R R
R R R

i i iM X M X M u
是正合的。由于 M 是幂零的，即 ( 1) 0⊗ + =R nM ，故

Coker⊗ ⊗⊗ ⊗≅R R
R R

n nM X M u ， 从 而 1Tor ( , ) 0⊗ ⊗ =RR
R

nM M X

1Tor ( , ) 0⊗ ⊗ =RR
R

nM M X 。进而，由正合序列：

( 1) 1 ( 1)0 Coker 0⊗ + ⊗ − ⊗ −⊗ ⊗ ⊗→ → →→R R R
R R R

n n nM X M X M u

可 知， 1
( 1)Tor ( , ) 0⊗ − ⊗ =RR

R
nM M X 。 以 此 类 推，

可得 1Tor ( , ) 0=R M X 。因此， 1 10 Ind 0− −→ ⊗ ⊗ → ⊗ →→i i i
R R RM X M P M X

1 10 Ind 0− −→ ⊗ ⊗ → ⊗ →→i i i
R R RM X M P M X 是 正 合 的， 即 •⊗RM H 是 正

合的。

② ①：设 ( , ) ( ( ))∈ RX u T M 且
•H 为 ( )-RT M

模上超完全投射分解。设 (Ind , )= i
i i

PH P c ，其中 iP 为投

射 -R 模，则存在单同态 0
0 0: ( , ) (Ind , )=γ → PX u H P c 。又

由 •⊗RM H 是正合的，可知 γ⊗M 为单同态。考虑以下交

换图：

显然，u 为单同态。接下来证明 Coker ( )∈u R 。 
考虑以下行列正合的交换图：

显 然 有 Coker ≅i
i

Pc P 为 投 射 -R 模 且
0 1Coker Ker( )≅ →u P P

0 1Coker Ker( )≅ →u P P 。注意到对任意 level -R 模 L ， ( )⊗R RT M L
是 level ( )-RT M 模。由于：

1 0 1( ) ( ) ( ) ( )• −⊗ = → ⊗ → ⊗ → ⊗ → R R R R R R R RT M P T M P T M P T M P

                               1 0 1( ) ( ) ( ) ( )• −⊗ = → ⊗ → ⊗ → ⊗ → R R R R R R R RT M P T M P T M P T M P

是 ( )-RT M 模上超完全投射分解，则：

( ) ( )Hom ( ( ) , ( ) ) Hom ( , Hom ( ( ), ( ) ))

Hom ( , ( ) )

• •

•

⊗ ⊗ ≅ ⊗

≅ ⊗

R RR R R R R R R R

R R R

T M T MT M P T M L P T M T M L

P T M L( ) ( )Hom ( ( ) , ( ) ) Hom ( , Hom ( ( ), ( ) ))

Hom ( , ( ) )

• •

•

⊗ ⊗ ≅ ⊗

≅ ⊗

R RR R R R R R R R

R R R

T M T MT M P T M L P T M T M L

P T M L

( ) ( )Hom ( ( ) , ( ) ) Hom ( , Hom ( ( ), ( ) ))

Hom ( , ( ) )

• •

•

⊗ ⊗ ≅ ⊗

≅ ⊗

R RR R R R R R R R

R R R

T M T MT M P T M L P T M T M L

P T M L

是正合的。又因为 L 为 ( )⊗R RT M L 的直和项，故

Hom ( , )•
R P Q 也是正合的。因此，Coker ( )∈u R 。

命 题 二： 若 R 为 任 意 环，M 为 -R 双 模， 则

( )⊗ −Rmon M� 关于扩张封闭。

证 明： 考 虑 ( )-RT M 模 的 短 正 合 列 0 ( , ) ( , ) ( , ) 0,→ → → →X u Y v Z w 

0 ( , ) ( , ) ( , ) 0,→ → → →X u Y v Z w 其中 ( , ), ( , ) ( )∈ ⊗ −RX u Z w mon M 。 

下证 ( , ) ( )∈ ⊗ −RY v mon M 。由命题二及 1Tor ( , ) 0=R M X
可得以下交换图：
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其中每一行都是正合序列，u 和 w 是单同态。由五引理

可知 v 为单同态，由于 Gorenstein AC- 投射模关于扩张封闭，

则Coker ( )∈v R 。因此，( , ) ( )∈ ⊗ −RY v mon M 。

命题三：若 R 为任意环，M 为幂零 -R 双模。则对任意

投射 -R 模 P ， (Ind , )PP c 是 ( )⊗ −Rmon M 中的投射

对象且有足够多投射对象。

证明：考虑 ( )⊗ −Rmon M 的短正合列 : 0 ( , ) ( , ) ( , ) 0ξ → → → →X u Y v Z w 

: 0 ( , ) ( , ) ( , ) 0ξ → → → →X u Y v Z w ，有自然同构 Rep( )Hom ((Ind , ), ) Hom ( , ( ))ξ ξ⊗ − ≅RM P RP c P U 

Rep( )Hom ((Ind , ), ) Hom ( , ( ))ξ ξ⊗ − ≅RM P RP c P U 可知， Rep( )Hom ((Ind , ), )ξ⊗ −RM PP c

Rep( )Hom ((Ind , ), )ξ⊗ −RM PP c 是 正 合 的， 故 (Ind , )PP c 是 ( )⊗ −Rmon M

中的投射对象。下证有足够多的投射对象。设 ( , ) ( )∈ ⊗ −RX u mon M

( , ) ( )∈ ⊗ −RX u mon M ， : Cokerπ →X u 是自然的满同态。 

对 X 有满同态 : →f P X ，其中 P 为投射 -R 模。由短

正 合 序 列 0 Coker 0Ker( ) π
π→ → → →f

P uf 可

知， Ker( ) ( )π ∈f R 。 此 外， 由 满 同 态 : →f P X  

可知存在以下 -R 模的满同态 1' : Ind ( )⊗
== ⊕ ⊕ ⊗ →R i

R
n
if P P M P X

1' : Ind ( )⊗
== ⊕ ⊕ ⊗ →R i

R
n
if P P M P X 。因此，由命题三可得范畴 Rep( )⊗ −RM 中的

短正合列 0 ( , ) (Ind , ( , ) 0)→ → → →PY v P c X u 。显然，为 

: Ind Ind⊗ →P Rc M P P 单同态，又由于 : ⊗ →Ru M X X  

是 单 同 态， 因 此 可 知 v 为 单 同 态 且 Coker Ker( ) ( )π≅ ∈v f R

Coker Ker( ) ( )π≅ ∈v f R 。则 ( , ) ( )∈ ⊗ −RY v mon M 。

命题四：若 R 为任意环，M 为幂零 -R 双模。则对任意的

Gorenstein AC- 投射 -R 模V 及 level -R 模 L，以及任意 0≥i ， 

有
1

1Ext ( , ) 0 Tor ( , )⊗ ⊗⊗ = = ⊗R RR
R R R

i iV M L M M V 。则对

任意投射 -R 模 P ， (Ind , )PP c 是 ( )⊗ −Rmon M 中的

内射对象且有足够多内射对象。

证 明： 考 虑 ( )⊗ −Rmon M 的 短 正 合 列

0 , ) ( , ) ( , ) 0(→ → → →f gX u Y v Z w 。 证 明 对任 意 的

态 射 10( , ) : ( , ) (Ind , ),α = →

t
n Pa a a X u P c ， 存 在 态 射

10( , ) : ( , ) (Ind , ),β = →

t
n Pb b b Y v P c ，使得α β= f ，其

中 t 表示转置。由条件可知，存在以下行列正合的交换图：

考虑态射 10( , ) : ( , ) (Ind , ),α = →

t
n Pa a a X u P c ，对 

任 意 0≥i ， 有 : ⊗→ ⊗R
R

i
ia X M P ， 0 0=a u 且 对 任 意

1≥i ， 有 1−⊗=i ia M au 。 当 0=i 时， 由 于 0 0=a u ，

故 存 在 态 射 0 : Coker →a u P ， 使 得 0 0π= Xa a 。 由 条

件 可 知， 1Ext (Coker , ) 0.⊗ ⊗ =R
R R

iw M P  因 此 存 在 态 射

0 : Coker →b v P ，使得 0 0=a b f 。令 0 0 :π= →Yb b Y P ，

可知 0 0 0π= =Yb v b v 且 0 0 0 0 0π π π= = = =Y X Xb f b f b f a a 。

当 1=i 时，由条件可知， 1Ext (Coker , ) 0⊗ ⊗ =R
R R

iv M P 。

因此存在态射 1 :' → ⊗Rb Y M P ，使得 01 ' ⊗=b v M b 。 
由于：

1 1 0 0 01( ' ) ( ) ( )( ) 0'− = ⊗ − ⊗ = ⊗ − ⊗ ⊗ =a b f u M a b v M f M a M b M f          

                         1 1 0 0 01( ' ) ( ) ( )( ) 0'− = ⊗ − ⊗ = ⊗ − ⊗ ⊗ =a b f u M a b v M f M a M b M f
则 由 余 核 泛 性 质 可 知， 存 在 态 射 : Coker → ⊗Rx u M P 

: Coker → ⊗Rx u M P ，使得 1 1 ' π− = Xa b f x 。又由于 1Ext (Coker , ) 0⊗ ⊗ =R
R R

iw M P 
1Ext (Coker , ) 0⊗ ⊗ =R
R R

iw M P ， 因 此 存 在 态 射 : Coker → ⊗Ry v M P ， 使 得 x= 

=x yf 。令 1 1 ' π= + Yb b y ，可以验证 1 1 1 0' 'π= + = = ⊗Yb v b v y v b v M b

1 1 1 0' 'π= + = = ⊗Yb v b v y v b v M b 及 1 1 1 1 1 1 1 1' ' ' ' 'π π π= + = + = + = + − =Y X Xb f b f y f b f yf b f x b f a b f a

1 1 1 1 1 1 1 1' ' ' ' 'π π π= + = + = + = + − =Y X Xb f b f y f b f yf b f x b f a b f a 。

类似地，对任意 2≥i ，存在 : ⊗→ ⊗R
R

i
ib Y M P ，使

得 fba ii = 且 1−⊗=i ib M bv 。因此对任意 10( , ) : ( , ) (Ind , ),α = →

t
n Pa a a X u P c 

10( , ) : ( , ) (Ind , ),α = →

t
n Pa a a X u P c ， 存 在 10( , ) : ( , ) (Ind , ),β = →

t
n Pb b b Y v P c

10( , ) : ( , ) (Ind , ),β = →

t
n Pb b b Y v P c ，使得α β= f 。下证有足够多内射对象。对任

意的 ( , ) ( )∈ ⊗ −RX u mon M ，都有以下 ( )⊗ −Rmon M  

( )⊗ −Rmon M 的短正合列 0 ( , ) (Ind , ( , ) 0)→ → → →PX u P c Y v
0。由于 ( , ) ( )∈ ⊗ −RX u mon M ，则存在 -R 模的短

正合列：

0 Coker 0π
⊗→ → → →R

uM X X u

又因为 Coker ( )∈u R ，故存在 -R 模的短正合

列 0 0Coker→ → → →l P Vu 。

其中 ( )∈P R ， ( )∈V R 。因此， 0 :π= →a l X P

0 :π= →a l X P 。 由 于
1Ext (Coker , ) 0⊗ ⊗ =R
R R

iv M P ， 则 存 在 态 射

1 : → ⊗Ra X M P ，使得 1 0⊗=a M au 。

类似地，对 2≥i ，可知存在态射 : ⊗→ ⊗R
R

i
ia X M P， 

使得 1−⊗=i ia M au 。因此可得 ( )-RT M 模态射 10( , ) : ( , ) (Ind , ),α = →

t
n Pa a a X u P c 
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10( , ) : ( , ) (Ind , ),α = →

t
n Pa a a X u P c ，其中 t 表示转置。下证α

为单同态。由条件可知对任意 0≥i ， 1Tor ( , ) 0⊗ ⊗ =RR
R

iM M P
0。由 : Coker →l u P 为单同态可知， ⊗ ⊗R

R
iM l 也为单同

态。由 0 π=a l 可知：

0Ker( ) Ker(( )( )) Ker( ) Im( )π π⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗⊗ = ⊗ ⊗ = ⊗ = ⊗R R R R Ri i i i iM a M l M M M u
                                      0Ker( ) Ker(( )( )) Ker( ) Im( )π π⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗⊗ = ⊗ ⊗ = ⊗ = ⊗R R R R Ri i i i iM a M l M M M u

容易验证：

0Ker( ) Ker( ) Ker( ) Im( )π π= = =a l u
1 0 1 1 0Ker( ) Ker( ) Ker( ) Im( ) Ker( ) Ker( ) Im( )∩ = ∩ = = ⊗ = ⊗a a a u a u M a M u

                                  1 0 1 1 0Ker( ) Ker( ) Ker( ) Im( ) Ker( ) Ker( ) Im( )∩ = ∩ = = ⊗ = ⊗a a a u a u M a M u
类似地，可得 0 1Ker( ) Ker( ) Ker( ) Ker( ) Im( )α ⊗= ∩ ∩ ∩ = ⊗

R
n

ia a a M u

0 1Ker( ) Ker( ) Ker( ) Ker( ) Im( )α ⊗= ∩ ∩ ∩ = ⊗

R
n

ia a a M u 。由于 M 是幂零的，则 Ker( ) 0α = 。 

因此，α 为单同态且 ( , )Y v 可表示为α 的余核。由蛇引理及

l 为单同态可知， v 为单同态且 Coker ( )≅ ∈v V R 。

命题五：若 R 为任意环，M 为幂零 -R 双模。若对任意

的 Gorenstein AC- 投射 R - 模V 及 level R - 模 L ，以及任意

0≥i ，有 1
1Ext ( , ) 0 Tor ( , )⊗ ⊗⊗ = = ⊗R RR

R R R
i iV M L M M V ， 

且任意 level ( )-RT M 模的内射维数有限，则以下等价：

① ( ) ( ( ))⊗ − =R Rmon M T M  ；

②对任意 ( )-RT M 模的 Gorenstein AC- 投射分解 •H ，

复形 •⊗RM H 是正合的。
证明：① ②：由命题一显然可得。

            ② ①：必要性显然可得：

充分性：由命题二至命题四可知，存在完全投射分解：

1 0 1
1 0 1(Ind , ) (Ind , ) (Ind , )−

• −= → → → → P P PH P c P c P c

使得 0 1
0 1( , ) Ker(Ind( , ) Ind( , ))= →P PX u P c P c ，其中

iP 为投射模。由于任意 level ( )-RT M 模的内射维数有限，

故 •H 是超完全投射分解，因此 ( , )X u 是 Gorenstein AC- 投

射 ( )-RT M 模。
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