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双凯莱图的稳定性

江海艳

重庆师范大学 数学科学学院，中国·重庆 401331

摘  要：图的稳定性是一种图的对称性研究，为许多数学问题提供了新的视角，在网络安全等领域都有广泛的应用。

若图中存在一个非平凡 TF- 自同构，则该图是不稳定的，论文给出了构造不稳定双凯莱图的方法，还得到五种非平

凡不稳定的 Taba jn 图。
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Abstract: Graph stability is a kind of graph symmetry research, which provides a new perspective for many mathematical 
problems, and is widely used in network security and other fields. If there exists a non-trivial TF-automorphism in the graph, 
then the graph is unstable. This paper presents some methods for constructing unstable Cayley Graph and double Cayley graphs; 
We also conducted some research on the stability of Taba jn graphs and identified five non-trivial unstable Taba jn graphs.
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0 前言

论文中所有的群都是包含单位元的有限群。所有的图

都是无向的，简单的 V（Γ），E（Γ），Aut（Γ）和 NΓ（u）

分别表示图 Γ 的顶点集、边集、自同构群以及图 Γ 中顶点

u 的领域。图 Γ 的正则双覆盖，记为 Γ×K2，是顶点集为

V（Γ）× 2，V（Γ）× 2 中两个顶点（u，0）和（v，1）

相邻当且仅当 u 和 v 在 Γ 中相邻。易验证，Aut（Γ×K2）

V（Γ）× 2。若等号成立，则称图 Γ 是稳定的；否则

称为不稳定的。易验证不连通图、二部图以及存在两个顶点

邻域重合的图一定不稳定。特别地，上述不稳定图为平凡不

稳定图，称其他不稳定图为非平凡不稳定图。

若群 G 有一个非空子集 X 满足 X-1=X，顶点集为 G，边

集为：  的图称为凯莱图，记作 。 

若群 G 在图 Γ 的顶点集上恰有两个轨道并正则的作用在这

两个轨道上，则称 Γ 为 G 上的一个双凯莱图。还可以叙述 

为：G 是一个群，X，Y，Z 是 G 的三个集合，其中 X，Y 不含

单位元，X-1=X，Y-1=Y 顶点集为：  

，边集为：  

的图 Γ 为双凯莱图，记作 Γ=BC（G，

X，Y，Z），如玫瑰窗图、Taba jn 图等。

1989 年，Maru i  对图的稳定性进行研究。2011 年，

Lauri 提出了若图中存在一对顶点间置换（α，β），使得对

任意相邻顶点 x 和 y，都有 xa 和 ya 仍然相邻，称这样的一

对置换为该图的一个 TF- 自同构，记作（α，β）∈ AutTF（G）。

1 定义及引理

定义 1：对于满足以下条件 n ≥ 3，1 ≤ s，t，r ≤ n-1， 

s≠t， ，顶点集为： ，边集为：

 的图 Γ 称作 Taba jn 图，记作 Γ= 

T（n；s；t；r）。

引理 1 错误 ! 未找到引用源：图中存在一个非平凡 TF- 自同构，

则图 Γ 是不稳定；反之，当 Γ×K2 连通时，该引理成立。

引理 2：若两个顶点间的置换 α，β对图 Γ 中的任意两

点 u，v，使得：

则图 Γ 是不稳定的。

证明：令 u 和 v 在图 Γ 中相邻，则 。因为

，有 ，即 uα 和 vβ 相邻。另一部分

同理，因此（α，β）是图 Γ 的一个非平凡 TF- 自同构，即

图 Γ 是不稳定的。

2 主要结果

定理 1：对于群 G 上连通集为 X 的凯莱图 Γ。若存在

一个非单位元且非二阶元 h，使得 hXh=X，则图 Γ 是不稳

定的。

证 明： 令 Γ= 。 定 义 两 个 置 换：Lh，Lh-1：

； ， ，h 的 阶 不 为 2。 任 意 边

，有：
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因为 ，有 。 

则  是图 Γ 的一个非平凡 TF- 自同构。即图 Γ 是

不稳定的。

定理 2：对于双凯莱图 Γ=BC（G，X，Y，Z），若 G

中存在 a，b，c，d，使得以下之一成立：

① ，其中 a，b，

不全为单位元，c，d 不全为单位元，且 a≠c 或 b≠d。

② ，其中 a≠c

或 b≠d。

③ ， 其 中 c，d 不

全为单位元，且 a≠c 或 b≠d。

则图 Γ 是不稳定的。

证明：定义 V（Γ）中的两个置换 α，β：

易验证满足①②③时，（α，β）是图 Γ 的一个非平凡

TF- 自同构。

例 1：对于 ，其中

。令 a=d= 

pm，b=c=0 易验证图 Γ 不稳定。

例 2：图 ，令 a=d=m，b=c=0 易

验证图 Γ 不稳定。

例 3： 图 ， 其 中

。令 a=b=d=0，c=m 易验证 Γ 图不稳定。

定理 3：对于 Taba jn 图 Γ= ，若图 Γ 满足

以下条件之一：

① 

② ，其中 s，t 是偶数；

③ ，其中 m，r 是奇数；

④ ，其中 s，t 都是奇数或 r=m；

⑤ ，其中 ， ， 

，要么 ，要么  

。

则图 Γ 不稳定。

证明 1：令 α，β：

，由引理 3，易验证（α，β）是此图的一个非平

凡 TF- 自同构。

证明 2：令 α，β：

，由引理 3，易验证（α，β）是此图的一个非平

凡 TF- 自同构。

证明 3：用 2m 替换证明 2 中的 4m，  得到 α，β。

由引理 3，易验证（α，β）是此图的一个非平凡 TF- 自同构。

证明 4：令 α，β：

，由引理 3，易验证（α，β）是此图的一个非平

凡 TF- 自同构。

证明 5：设 k 为偶数，则 k2 也为偶数。与 

矛盾，则 k 为奇数。令 α，β：

，由引理 3，易验证（α，β）是此图的一个非平

凡 TF- 自同构。

3 结语

论文利用构造 TF- 自同构这一有力工具对图的稳定性

进行研究，得到构造不稳定凯莱图和双凯莱图的方法以及五

种非平凡不稳定的 Taba jn 图。对双凯莱图，Taba jn 图的

研究具有重要的意义。可惜的是 Taba jn 图的稳定性未完全

解决，接下来可对此继续研究。
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