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关于导数极限定理的推广及应用
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摘要：本文研究了导数极限定理在多元函数中的推广，并给出了二元函数可微性的弱充分条件。
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Abstract： This paper studies the generalization of the derivative limit theorem in multivariable functions, and presents 
a weak sufficient condition for the differentiability of binary functions.
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0 引言

在一元函数微分学中，导数极限定理是沟通导数极限

与导数值的重要桥梁。很多文献，如[1-3]，探讨了导数极限

定理的应用和推广。本文首先给出了导数极限定理在多元

函数中的推广形式，然后以二元函数为例，给出并证明了

函数可微性的几个弱充分条件。

1 导数极限定理

定理 1 设函数 f(x) 在 x0 的某邻域 f(x0) 连续，在去心

邻域 U0(x0) 可导，且极限  存在，则 f(x) 在 x0 可导，

且 。

证明：对任意 0( )ox U x∈ ，由拉格朗日中值定理，存在

ξ 介于 x 和 x0 之间，使得： 。

当 x→x0 时，ξ →x0，所以

若将定理中的邻域限制为左邻域或右邻域，则可以得

到左、右导数的极限定理[3]。

2 偏导数情形的推广

对多元函数 f(x1,x2,...,xn)，固定某个变量 xk，将其他变

量视为常数，则关于 xk 的偏导数本质上是一元函数的导

数。因此，可直接得到：

命题 1 设 f(x1,x2,...,xn) 在点 0 0 0
0 1 2( , , , )nP x x x 的邻域内连

续，对某个变量 xk 的偏导数在 P0 的去心邻域内存在。若

0

( )lim
P P

k

f P A
x→

∂
=

∂ ，则 0( )

k

f P
x

∂
∂ 存在且等于 A。

特别地，对二元函数，将 P→P0 的条件变为单变量极

限 0
k kx x→ ，可得：

命题 2 设 ( , )f x y 在点 0 0( , )x y 的邻域内连续， xf 在

0 0( , )x y 的去心邻域内存在。若
0

0lim ( , )xx x
f x y A

→
= ，则 0 0( , )xf x y

存在且等于 A 。

3 方向导数情形的推广

方 向 导 数[4 ] 描 述 了 多 元 函 数 沿 确 定 方 向 上 的 变

化 率 。 假 设 1 2( , , , )nf x x x 在 点 0 0 0
0 1 2( , , , )nP x x x 及 过 该

点 的 超 射 线 ： 0 0 0
1 1 1 2 2 2, , , n n nx x l t x x l t x x l t= + = + = +

2 2 2
1 2( 0, 1)nt l l l≥ + + + = 上有定义，若极限

0 0 0 0
1 1 1

0

( , , ) ( , , )lim n n n

t

f x l t x l t f x x
t→ +

+ + − 

          （1）

存在，则称之为函数在 nR 空间中沿 1( , , )nl l l=


 方向上

的方向导数，记为
f
l

∂
∂
 。

当函数的各个偏导数都存在时，方向导数可以用偏导

数计算。根据命题 1 有：

命题 3 若 1 2( , , , )nf x x x 在点 0 0 0
0 1 2( , , , )nP x x x 的邻域内连

续，对每个变量 kx 的偏导数在 0P 的去心邻域内存在。且

0

( )lim kP P
k

f P A
x→

∂
=

∂ ( 1, , )k n= 

，则 0( )f P
l

∂
∂
 存在且等于 1 1 .n nA l A l+ +

注意到（1）式为单变量 t 的极限，定义沿 l


直线方向

的全导数 ( )t−∞ < < +∞
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0 0 0 0
1 1 1

0

( , , ) ( , , )lim n n n

t

f x l t x l t f x xdf
dt t→

+ + −
=

               （2）

则可视为一元函数的导数，此时命题 3 可条件可削

弱，得到：

命题 4 若 1 2( , , , )nf x x x 在点 0 0 0
0 1 2( , , , )nP x x x 的邻域内

连续，射线 l


上每点沿 l


方向上的全导数
df
dt 都存在。且

0

( )lim
t

df P A
dt→ +

= ，则 0( )f P
l

∂
∂
 存在且等于 .A。

类似地，可以讨论沿固定曲线方向逼近点 0P 时的情

形，得到相应的全导数极限定理 .

4 二元函数的可微性

多元函数可导未必可微分和连续，这是多元函数与一

元函数的根本差别之一。因此将导数的极限定理推广到微

分时，为保证微分的存在性，可以偏导数连续条件[5] 出发

来进行分析。

定理 2 若函数 ( , )f x y 的偏导数 xf 和 yf 在点 0 0( , )x y 连

续，则 ( , )f x y 在点 0 0( , )x y 可微。

证明： 函数增量

0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

( , ) ( , )
[ ( , ) ( , )] [ ( , ) ( , )]

f f x x y y f x y
f x x y y f x y y f x y y f x y

∆ = + ∆ + ∆ −

= + ∆ + ∆ − + ∆ + + ∆ −

第一项应用拉格朗日中值定理，得：

0 0 0 0 0 1 0 1( , ) ( , ) ( , ) (0 1)xf x x y y f x y y f x x y y xθ θ+ ∆ + ∆ − + ∆ = + ∆ + ∆ ∆ < < （3）

根据偏导数 xf 的连续性：

0 1 0 0 0 1( , ) ( , ) ( , ),x xf x x y y f x y x yθ α+ ∆ + ∆ = + ∆ ∆

其中 1( , ) 0x yα ∆ ∆ → ( 当 ( , ) (0,0)x y∆ ∆ → 时 )。

第二项应用拉格朗日中值定理，得：

0 0 0 0 0 0 2 2( , ) ( , ) ( , ) (0 1)yf x y y f x y f x y y yθ θ+ ∆ − = + ∆ ∆ < <     （4）

根据偏导数 yf 的连续性：

0 0 2 0 0 2( , ) ( , ) ( ),y yf x y y f x y yθ α+ ∆ = + ∆

其中 2 ( ) 0yα ∆ → 当 0y∆ → 时 )。

代入得 

0 0 0 0 1 2( , ) ( , ) ( , ) ( )x yf f x y x f x y y x y x y yα α∆ = ∆ + ∆ + ∆ ∆ ∆ + ∆ ∆

且当 0ρ→ 时 1 2( , ) ( ) 0x y x y yα α
ρ

∆ ∆ ∆ + ∆ ∆
→ 。故 ( , )f x y 在点

0 0( , )x y 可微。

利用命题 1，可将定理 2 中偏导数连续的条件弱化。

命 题 5  若 函 数 ( , )f x y 在 点 0 0( , )x y 的 某 邻 域 内 连

续，偏导数 xf 和 yf 在点 0 0( , )x y 的去心邻域内存在，且

0 0( , ) ( , )
lim ( , )xx y x y

f x y
→ 和 0 0( , ) ( , )

lim ( , )yx y x y
f x y

→ 都存在，则 ( , )f x y 在点

0 0( , )x y 可微。

证明：注意到
0 0( , ) ( , )

lim ( , )xx y x y
f x y

→ 和
0 0( , ) ( , )

lim ( , )yx y x y
f x y

→ 存在可

得到 0 0( , )xf x y 和 0 0( , )yf x y 存在且等于极限，即得到两个

偏导数连续。

在式（4）中，若 0 0( , )yf x y 存在，根据一元函数的微

分，则可直接得到

0 0 0 0 0 0 2( , ) ( , ) ( , ) ( )yf x y y f x y f x y y y yα+ ∆ − = ∆ + ∆ ∆

于是可得到下面的弱充分条件：

定 理 3 若 函 数 ( , )f x y 在 点 0 0( , )x y 的 某 邻 域 内 连

续 ， 偏 导 数 xf 在 点 0 0( , )x y 的 去 心 邻 域 内 存 在 ， 极 限

0 0( , ) ( , )
lim ( , )xx y x y

f x y
→ 存在，且另一偏导数 0 0( , )yf x y 存在，则

( , )f x y 在点 0 0( , )x y 可微。

注意到在定理 3 中，用到了点 0 0( , )x y 处另一个偏

导数的存在性，可以考虑是否有完全摒弃 0 0( , )x y 处可导

性的条件。根据定理 1，若极限
0

0lim ( , )yy y
f x y

→ 存在，则

0 0( , )yf x y 存在且等于该极限。于是可得：

推 论 1  若 函 数 ( , )f x y 在 点 0 0( , )x y 的 某 邻 域 内 连

续，偏导数 xf 和 yf 在点 0 0( , )x y 的去心邻域内都存在，且

0 0( , ) ( , )
lim ( , )xx y x y

f x y
→ 和 0

0lim ( , )yy y
f x y

→ 存在，则 ( , )f x y 在点
0 0( , )x y

可微。

推论 2 若函数 ( , )f x y 点 0 0( , )x y 的某邻域内连续，在

点 0 0( , )x y 的 去 心 邻 域 内 可 微 ， 且
0 0( , ) ( , )

lim ( , )xx y x y
f x y

→ 和

0
0lim ( , )yy y

f x y
→ 存在，则 ( , )f x y 在点 0 0( , )x y 可微。

5 结语

本文通过将一元函数导数极限定理推广至多元函数，

得到了偏导数、方向导数及全导数的极限定理，并以二元

函数为例，建立了可微性的弱充分条件。这些结果弱化了

传统可微性判定中对偏导数连续性的严格要求，为多元函

数微分学的理论研究提供了新视角，同时也为实际问题中

函数可微性的判定提供了更灵活的工具。后续可进一步探

讨定理在高维函数及非光滑函数中的适用性。
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