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Hopf-Galois 扩张下的 Ding 投射维数的研究
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摘 要：设 H 为半单 Hopf 代数，A 为给定域 k 上的代数，B 为 A 的子代数且 A/B 为 Hopf 代数 H 上的 Hopf-Galois
扩张。论文主要考虑 Hopf-Galois 扩张下的 Ding 投射模及其维数，并将其应用到 Crossed product HA σ# 与 Twisted 
smash product HA∗ 中，可得它们的整体 Ding 投射维数和有限 Ding 投射维数不超过 A 的整体 Ding 投射维数和有限

Ding 投射维数。
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Abstract: Let H be a semisimple Hopf algebra, A be an algebra over a fixed field k, B be a subalgebra of A and A/B be a 
Hopf-Galois extension over a Hopf algebra H. This paper mainly considers the Ding projective modules and their dimensions 
over Hopf-Galois extensions, and then applies them to the Crossed products HA σ#  and Twisted smash products HA∗ , 
consequently, their global Ding projective dimensions and finitistic Ding projective dimensions are no more than A .
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0 前言

论文总假定 A 为给定的域 k 上的代数， H 为 Hopf 代

数，用 Mod( )A 表示所有左 A - 模构成的范畴，用 ( )A ，

( )A 和 ( )A 分别表示 Mod( )A 所有平坦模，投射模和 Ding

投射模构成的子范畴，用 add( ) 表示为与范畴 中模的有

限和的直和项同构的模构成的子范畴，用 Dpd( )A M 表示左 
A - 模 M 的 Ding 投射维数，用 gl.DPD( )A 与 FDPD( )A 分别表

示代数 A 的整体 Ding 投射维数和有限 Ding 投射维数。

Hopf-Galois 扩张的概念起源于 Chase 等人的文章 [1,2]。

1981 年，Kreimer 与 Takeachi[3] 给出了 Hopf-Galois 扩张的

一般定义。之后，Hopf-Galois 理论及 Hopf-Galois 扩张的研

究受到广泛关注。

1995 年，Enochs 与 Jenda[4] 引入了任意环上 Gorenstein

投射模和 Gorenstein 内射模的概念。2009 年，Ding, Li 与

Mao[5] 研究了一类特殊的 Gorenstein 投射模和 Gorenstein 内

射模，Gillespie[6] 称它们分别为 Ding 投射模和 Ding 内射模。

2013 年，Yang, Liu 与 Liang[7] 进一步研究了 Ding 投射模和

Gorenstein 投射模的相似性质。

2013 年，Liu 与 Guo[8] 研 究 了 Hopf-Galois 扩 张 下

的 整 体 维 数 和 有 限 维 数。2023 年，Guo, Shan[9] 等 人 研

究了 Hopf-Galois 扩张下的 Gorenstein 平坦模。受以上研

究启发，论文主要考虑 Hopf-Galois 扩张下的 Ding 投射

模及其维数。设 B 为代数 A 的子代数，论文首先证明了

( ) add( ( ))BA A B= ⊗  ，见定理 2.3。其次，证明 Ding
投射维数，整体 Ding 投射维数和有限 Ding 投射维数之间的

关系：① Dpd( ) Dpd( )A BM M= ；② gl.DPD( ) gl.DPD( )A B≤ ， 

FDPD( ) FDPD( )A B≤ ， 见 定 理 2.4-2.5。 最 后， 作 为 推 论

可 以 得 到 Crossed product HA σ# 和 Twisted smash product 
HA∗ 的整体 Ding 投射维数和有限 Ding 投射维数的关系：

① gl.DPD( # ) gl.DPD( )A H Aσ ≤ ， FDPD( # ) FDPD( )A H Aσ ≤ ；

② gl.DPD( ) gl.DPD( )A H A∗ ≤ ， FDPD( ) FDPD( )A H A∗ ≤ ，见

推论 2.11-2.12.

1 预备知识

先回顾一下 Hopf-Galois 扩张的定义及相关性质。

定 义 1.1[10]：Hopf 代 数 H 是 指 对 任 意 Hh∈ ， 代 数

),,( µmH 和余代数 ),,( ε∆H 满足：

① ),,,,( εµ ∆mH 为双代数。

②存在对极映射 HHS →: 满足：

定义 1.2[11]：设 A 为有单位元的左 H - 模，通过

，使得：

且 1)(1 ⋅=⋅ hh ε

其中， Aba ∈, ， Hh∈ ，则称 A 为左 H- 模代数，也称 H 作

用于 A。

设 A 为有余单位的右 H- 余模，通过 ∑ ⊗∈⊗=
a kA HAaaa 10)(δ
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∑ ⊗∈⊗=
a kA HAaaa 10)(δ ，使得 Aδ 是代数映射，其中 Aaa ∈10 , ，则称

A 为右 H- 余模代数，也称 H 余作用于 A 。

其中，H 作用于 A 的不变量为：

H 余作用于 A 的余不变量为：

}1)(|{: HA
coH aaAaA ⊗=∈= δ

定义 1.3[11]：设 AB ⊂ 为 k- 代数， H 为 Hopf 代数，若

A 为右 H- 余模代数且 coHAB = ，则称 AB ⊂ 为右 H- 扩张，

记为 BA / 。

定义 1.4[11]：设 A 为右 H- 余模代数，其结构映射为

HAA k⊗→：ρ ，若映射：

HAAA kB ⊗→⊗：β ， )()1( baba ρ⊗⊗ 

是双射，则称右 H- 扩张 BA / 为右 H-Galois 扩张。

考虑以下两个函子：

:−⊗BA Mod( ) Mod( )B A→ ， MAM B⊗

:)(−B Mod( ) Mod( )A B→ ， MM 

其中， )(−B 为限制函子，且限制函子为正合函子。

引 理 1.5[6]： 设 BA / 为 有 限 维 Hopf 代 数 H 上 的 右

H-Galois 扩张，则：

与

均为伴随对。

注 1.6：设 ),( GF 为阿贝尔范畴中的伴随对，若G 为正

合函子，则 F 保持投射对象；若 F 为正合函子，则 G 保持

内射对象。

引 理 1.7[3]： 设 BA / 为 有 限 维 Hopf 代 数 H 上 的 右

H-Galois 扩张，则 A 作为左、右 B - 模均是投射的。

引理 1.8[10]：设 H 为半单 Hopf 代数，则 H 为有限维

Hopf 代数。

引理 1.9[8]：设 BA / 为半单 Hopf 代数 H 上的右 H-Galois

扩张，对任意左 A- 模 M，则 M 为 MA B⊗ 的直和项。

最后，我们回顾一下 Ding 投射模及其维数的定义及

性质。

定义 1.10[5]：设 M 为左 A- 模，若存在投射左 A- 模的

正合序列：

使得 0 1Ker( )M P P−≅ → ，且对任意平坦左 A- 模 F，序列

Hom ( , )A FP 是正合的，则称 M 为 Ding 投射模。

定义 1.11[5,7]：设 M 为左 A- 模，定义 M 的 Ding 投射维

数为：

记为Dpd( )A M 。若这样的 n 不存在，则记Dpd( )A M = ∞Dpd( )A M = ∞。

相应地，可定义代数 A 的整体 Ding 投射维数为：

gl.DPD( ) sup{Dpd( ) | Mod( )},AA M M A= ∈

定义代数 A 的有限 Ding 投射维数为：

FDPD( ) sup{Dpd( ) | Mod( ) Dpd( )}.A AA M M A M= ∈ 且

2 Hopf-Galois 扩张下的 Ding 投射模及其维数

引理2.1：设 BA / 为有限维Hopf代数 H 上的右H-Galois
扩张，若 F 为平坦左 A- 模，则 F 为平坦左 B- 模。

证明：由于 dim( )H < ∞ ，则 A 为投射左 B- 模，于是

对任意右 B- 模的正合序列：

00 →→→→ ZYX
有：

00 →⊗→⊗→⊗→ AZAYAX BBB

是右 A- 模的正合序列。设 F 为平坦左 A- 模，由同构式：

FXFAXFAX BABAB ⊗≅⊗⊗≅⊗⊗ )()(
知：

00 →⊗→⊗→⊗→ FZFYFX BBB

是正合的，故 F 是平坦左 B- 模。

引理 2.2：设 BA / 为有限维 Hopf 代数 H 上的右 H- 
Galois 扩张。

①若 M 为Ding投射左A-模，则 M 为Ding投射左B-模。

②若 M 为 Ding 投射左 B- 模，则 MA B⊗ 为 Ding 投

射左 A- 模。

证明：①设 M 是 Ding 投射左 A- 模，则存在投射左 A-
模的正合序列：

1 0 1 ,P P P−→ → → → =P

使 得 0 1Ker( )M P P−≅ → ， 且 对 任 意 平 坦 左 A- 模 F，

Hom ( , )A FP 是正合的。由于 dim H < ∞，则 A 是投射左 B-

模。设 N 为任意平坦左 B- 模，由 [12] 定理 5 可知存在同构式：

Hom ( , )B BA N A N≅ ⊗

则 Hom ( , )B A N 为平坦左 A- 模，故 Hom ( , Hom ( , ))A B A NP

是 B- 模的正合序列。又由于 ( ( ), )B BA− ⊗ − 是伴随对，且

−⊗BA 是正合函子，则 iP 为平坦左 B- 模，从而 P也是投

射左 B - 模的正合序列。最后由同构式：

Hom ( , ) Hom ( , ) Hom ( , Hom ( , ))B B A A BN A N A N≅ ⊗ ≅P P P

可知 M 是 Ding 投射左 B- 模。

②设 M 是 Ding 投射左 B- 模，则存在投射左 B- 模的正

合序列：

1 0 1 ,P P P−= → → → → P

使得 0 1Ker( )M P P−≅ → ，且对任意平坦左 B- 模 F，序列

Hom ( , )B FP 是正合的。由于 dim H < ∞，则 ( , ( ))B BA⊗ − −

是 伴 随 对 且 由 限 制 函 子 是 正 合 函 子 可 知 B iA P⊗ 为 投

射 左 A- 模， 从 而 BA⊗ P 是 投 射 左 A- 模 的 正 合 序 列

且 0 1Ker( )B B BA M A P A P−⊗ ≅ ⊗ → ⊗ 。

设 N 为任意左 A- 模，则由引理 2.1 可知，N 为平坦左 B- 模，

由同构式：
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Hom ( , ) Hom ( , Hom ( , )) Hom ( , )A B B A BA N A N N⊗ ≅ ≅P P P
可知， Hom ( , )A BA N⊗ P 是正合的，故 MA B⊗ 是 Ding 投射

左 A- 模。

定理 2.3：设 BA / 是半单 Hopf 代数 H 上的右 H-Galois
扩张，则有：

( ) add( ( ))BA A B= ⊗ 

证明：一方面，对任意 Ding 投射左 A- 模 M ，由引理 1.9

可知 M 是 MA B⊗ 的直和项，即 add( ( ))BM A B∈ ⊗  ，

故 ( ) add( ( ))BA A B⊆ ⊗  。

另一方面，对任意 Ding 投射左 B- 模 N ，由引理 2.2 可

知 NA B⊗ 是 Ding 投射左 A- 模且由 [7] 推论 2.7 可知其直和

项也为 Ding 投射左 A- 模，故 add( ( )) ( )BA B A⊗ ⊆  。

定理 2.4：设 BA / 是半单 Hopf 代数 H 上的右 H-Galois
扩张，则对任意左 A- 模 M ，有：

Dpd( ) Dpd( )A BM M=

证明：Dpd( ) Dpd( )A BM M≥ 是显然的，下证Dpd( ) Dpd( )A BM M≤

Dpd( ) Dpd( )A BM M≤ 。设 Dpd( )B M n= < ∞，则存在 MB 的长度为 n 的

Ding 投射分解：

1 1 00 0n nD D D D M−→ → → → → → →

由引理 1.8 和引理 2.2 知 ( 1, 2, , )B iA D i n⊗ =  为 Ding 投射

左 A- 模，则 Dpd( )BA M n⊗ ≤ ，又由引理 1.9 可知 MA 为

MA B⊗ 的直和项，则：

Dpd( ) Dpd( ( )) Dpd( )A A B BM A M M n≤ ⊗ ≤ =

因此， Dpd( ) Dpd( )A BM M= 得证。

由以上定理可得关于整体 Ding 投射维数和有限 Ding

投射维数的结论。

定理 2.5：设 BA / 为半单 Hopf 代数 H 上的右 H-Galois
扩张，有：

gl.DPD( ) gl.DPD( )A B≤

FDPD( ) FDPD( )A B≤

由 [13] 定理 2.28 可知，FDPD( ) FGPD( ) FPD( )A A A= = ， 

进而由定理 2.5 可得以下推论。

推论 2.6：设 BA / 为半单 Hopf 代数 H 上的右 H-Galois
扩张，有：

FGPD( ) FGPD( )A B≤

FPD( ) FPD( )A B≤
作为应用，我们可得关于 Crossed product #A Hσ 与

Twisted smash product A H∗ 的推论。

定 义 2.7[10,14,15]： 若 存 在 k- 线 性 映 射 AAH k →⊗ ，

定义为 ahah ⋅⊗ 

，使得对任意 Aba ∈, ， Hh∈ ，满

足 1)(1 ⋅=⋅ hh ε 且 ，则称 H 度量代

数 A 。

定 义 2.8[10,14,15]： 设 Hom ( , )k kH H Aσ ∈ ⊗ ， 若 存 在

Hom ( , )k kH H Aτ ∈ ⊗ ，使得对任意 Hgh ∈, ，满足：

1 1 2 2( )( ) ( , ) ( , ) ( ) ( )1Ah g h g h g h gσ τ σ τ ε ε∗ ⊗ = =

且：

1 1 2 2( )( ) ( , ) ( , ) ( ) ( )1Ah g h g h g h gτ σ τ σ ε ε∗ ⊗ = =

则称σ 为卷积可逆映射。

定义 2.9[10,14,15]：设 H 度量 A， Hom ( , )k kH H Aσ ∈ ⊗ 为

卷积可逆映射，A 与 H 的 Crossed product HA σ# 定义为线

性空间 kA H⊗ 及其乘法：

1 2 1 3 2( # )( # ) ( ) ( , ) #a h b g a h b h g h gσ σ σσ= ⋅

其中， Aba ∈, ， Hgh ∈, 。

定义 2.10[16]：设 A 为 H- 双模代数，其左 H- 模作用

为 →， 其 右 H- 模 作 用 为 ←， A 与 H 的 Twisted smash 

product HA∗ 定义为向量空间 HA k⊗ 及其乘法：

1 3 2( )( ) ( ( ))a h b g a h b S h h g∗ ∗ = → ← ∗

其中， Aba ∈, ， Hgh ∈, 。

由 [15] 定理 1.18 可知， AHA /#σ 为右 H-Galois 扩张，

由定理 2.5 可得：

推论 2.11：设 H 半单 Hopf 代数，有：

gl.DPD( # ) gl.DPD( )A H Aσ ≤

FDPD( # ) FDPD( )A H Aσ ≤

由 [8] 命题 2.8 可知， AHA /∗ 为右 H-Galois 扩张，由

定理 2.5 可得：

推论 2.12：设 H 半单 Hopf 代数，有：

gl.DPD( ) gl.DPD( )A H A∗ ≤

FDPD( ) FDPD( )A H A∗ ≤
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