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1 引言：从星形线的经典性质出发
星形线是本科解析几何中的经典曲线，其直角坐标方

程为：x2/3+y2/3=a2/3.对应的参数方程为：
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首先证明其切线性质：

命题第一象限内星形线的任意切线，被两坐标轴截得

的线段长度为定值 a.

证明：对参数方程求导数得切线斜率：

                                                               .

在点 (acos3t，asin3t) 处的切线方程为：

                                                              .

求得在 x 轴，y 轴的截距分别为 acost，asint 得到截线

段长度为 a，与参数 t 无关，命题成立。

这一性质揭示了星形线的几何意义：它是长度为 a 的

线段两端点分别在 x 轴，y 轴上滑动时的包络线，当线段

从水平位置滑动到垂直位置时，刚好完成 90°旋转，扫过

的区域即为第一象限星形线与坐标轴围成的区域。这一构

造是定长线段 360°全角度旋转问题的特殊情况 .

计算星形线围成区域的面积：
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相同外接半径下圆面积 πa2 的 3/8，直接打破了“定长线

段旋转区域最小为圆形”的直觉认知。

2 进阶构造：比星形线面积更小的旋转区域
星形线的结论引出一个自然的问题：如果我们需要让

定长线段完成完整的 360°旋转，所需的最小面积可以压

缩到多小？本节介绍两种面积更小的经典构造。

2.1 三尖瓣线：面积最小的单连通区域

与星形线类似，三尖瓣线也是内摆线的一种，当小圆

半径 r 为大圆半径 a 的 1/3 时生成，参数方程为：
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                                  ，                   .

三尖瓣线可以容纳单位线段连续旋转 180°（重复两

次可旋转 360°），通过格林公式计算其面积为：

当 a=1 时，单位线段对应的三尖瓣线面积为 2π/9，

仅为星形线第一象限面积的 16/27。这一构造由欧拉在

1745 年首次提出，是已知的光滑曲线中能容纳定长线段旋

转的最小单连通区域[1]。

2.2 佩龙树：分形压缩的起点

1928 年，德国数学家佩龙（Perron）提出了一种基于

分形的构造方法，可以将旋转区域的面积以指数级压缩[2]。

构造步骤[3]：

（1）取一个高为 1（对应单位线段长度）的等腰三角

形 T0，面积为 S0，可容纳所有与竖直方向夹角在[-θ0,θ0]

范围内的单位线段；

（2）将当前集合中的每个独立子三角形，沿底边中

点分割为两个高度仍为 1 的子三角形，保持方向覆盖范围

不变；

（3）将每个分割对中的右侧子三角形向左平移，使两

个子三角形的底边重叠原长度的 1/2，此时重叠区域面积

约为原来子三角形面积的 3/8，总面积压缩为原来的 5/8；

（4）重复步骤 (2)-(3) 共 n 次，最终得到 2n 个独立的

子三角形，重叠后总面积为 0
11( )
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nS ⋅ ，当 n→∞ 时面积趋于

0，且仍能覆盖所有初始角度范围内的单位线段。

例如：取 θ=45°，则 S 0=1，迭代次数 n=5 时，
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，仅为星形线第一象限面积的 26.1%。佩龙

树构造的 Python 实现代码见附录。

3 贝西科维奇集：零面积的全方向线段集合
佩龙树的构造表明，通过分形重叠可以将特定角度范

围内的旋转区域面积任意缩小。1928 年，苏联数学家贝西

科维奇（Besicovitch）将这一思路推广到全角度范围，构

造出了震惊数学界的贝西科维奇集[4]，完全解答了定长线

段 360°旋转的最小面积问题。

3.1 构造思路

贝西科维奇的核心思想是将 360°的方向范围分解为

多个小角度区间，每个区间对应一个佩龙树构造，再通过

平移让这些佩龙树尽可能重叠：

（1）将单位圆等分为 N 个扇形，每个扇形角度为

2π/N；

（2）对每个扇形，构造一个能容纳该角度范围内所有

单位线段的佩龙树；

（3）平移所有佩龙树，使其顶点集中在一个很小的区

域内；

（4）其总面积不超过 N×Sn，当 N 和 n 足够大时，总

面积可以任意小。

1931 年，贝西科维奇严格证明了：存在平面上的勒贝

格可测集，包含所有方向的单位线段，但其面积可以任意

小，甚至为 0[4]。这类集合被称为贝西科维奇集，也称为挂

谷集（Kakeya set）。

3.2 测度性质 

定义设 nB R⊂ 是 Borel 集，若 B 包含每个方向上的单

位线段，则称 B 为 n 维挂谷集 .

定理（贝西科维奇，1928）：二维挂谷集的二维勒贝

格测度可以为 0。

这一结论完全颠覆了几何直觉：一个包含所有方向单

位线段的集合，其面积竟然可以和一个点一样小。但进一

步的研究表明，挂谷集的豪斯多夫维数仍为 2，说明它在

“厚度”上与整个平面等价[5]。

豪斯多夫维数是刻画分形集合维度的重要概念：对

于自相似集合，若将其放大 S 倍后得到 N 个原集合的拷

贝，则豪斯多夫维数 d=logN/logs。对于佩龙树，每次迭

代后放大 2 倍得到 3 个拷贝，故其豪斯多夫维数为 log3/

log2 ≈ 1.585，介于 1 维和 2 维之间。

4 挂谷猜想：连接几何与分析的桥梁
贝西科维奇的构造解决了平面挂谷集的面积问题，将

其推广到更高维度时，产生了著名的挂谷猜想：

挂谷猜想 Rn 中的任意挂谷集的豪斯多夫维数和闵可

夫斯基维数均为 n。

4.1 与调和分析的联系
挂谷猜想并非孤立的几何问题，它与调和分析中的

限制猜想有着深刻的等价关系。限制猜想由 Elias Stein 在

1967[6] 年提出，探讨傅里叶变换在低维流形上的限制性质：

限制猜想对于 p ＞ 2n/(n-1)，傅里叶变换是 Lp(Rn) 到

Lq(Sn-1) 的有界算子，其中 q=p(n-1)/(n+1)。

1971 年，菲尔兹奖得主 Charles Fefferman 证明了：

若限制猜想成立，则挂谷猜想成立[7]。这一发现将几何问

题转化为分析问题，推动了两个领域的共同发展。20 世

纪 90 年代以来，陶哲轩（Terence Tao）等数学家发展了

多线性估计方法，在高维挂谷猜想的研究中取得了重要

进展。
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4.2 三维挂谷猜想的重大突破

2025 年 2 月，华人数学家王虹（Hong Wang）与合作

者 Joshua Zahl 宣布证明了三维版本的挂谷猜想，成为近百

年来该领域最重大的突破[8]。他们的证明采用了离散化的

“管子模型”，将三维挂谷集分解为大量细长的管子，通过

分析管子的重叠模式，严格证明了三维挂谷集的豪斯多夫

维数必须为 3。这一结果被陶哲轩评价为“几何测度论领

域的里程碑式成果”[9]。

目前，四维及以上的挂谷猜想仍未解决，是 21 世纪

数学界最重要的公开问题之一。

5 教学启示
从星形线的切线性质出发，到定长线段 360°旋转的

面积最小化问题，再到挂谷猜想与前沿研究的整个探索过

程，为微积分教学提供了极佳的案例：

（1）在知识衔接方面：从参数方程、导数、定积分等

基础微积分知识出发，自然延伸到测度论、分形几何、调

和分析等进阶内容，降低了高阶知识的学习门槛；

（2）在思维培养方面：通过“直觉 - 反例 - 推广 -

猜想”的路径，培养学生质疑直觉、严谨推导的数学思维，

展现数学研究的典型范式；

（3）在前沿连接方面：将百年经典问题与 2025 年的

最新突破相结合，让学生感受到基础数学研究的活力，激

发探索兴趣。
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